Roéwnania rézniczkowe zupekne

Niech beda dane funkcje P(z,y) i Q(z,y) posiadajace ciagte pochodne pierwszego rzedy w pewnym
ptaskim obszarze D, a ponadto niech funkcja Q(z,y) nie przyjmuje wartosci zero w zadnym punkcie
tego obszaru.

, L Cdy  Plryy) o N
Roéwnanie rozniczkowe: —— = — mozna zapisa¢ w postaci:
dv Q(z,y)
P(z,y)dz + Q(z,y) dy =0 (1)

gdzie: dx # 0 jest rézniczka zmiennej niezaleznej x, dy za$ jest rézniczka niewiadomej funkcji y(x).

Definicja 1

Méwimy, ze rownanie (1) jest rownaniem rézniczkowym zupelnym, gdy istnieje funkcja u(z, y) posia-
dajaca ciagte pochodne czastkowe do drugiego rzedu wtacznie w obszarze D, ktorej rézniczka zulelna
roOwna si¢ lewej stronie tego réwnania, a wiec gdy:

ou ou

— = P(x, i — =Q(x, w obszarze D.

5 = L(,y) 3y Q(z, y)

Na przyktad réwnanie 2z dz + 3y* dy = 0 jest zupelne w obszarze ptaskim D poniewaz lewa strona
tego réwnania jest rézniczka zupetna funkcji u(x,y) = 2% + >

Twierdzenie 1

Jezeli funkcje P(z,y) i Q(z,y) klasy C' (tzn. majace ciagle pochodne pierwszego rzedu) w obszarze
oP

0
D = {(z,y); z € (a,b) Ny € (¢,d)} spelniaja warunek Fie 8Q oraz funkcja Q(z,y) nie przyjmuje
Yy x

wartosci zero w zadnym punkcie tego prostokata, to wzor u(z,y(x)) = C, w ktérym funkcja u(z,y)
jest okreslona rownoscia:

u(w,y) = [ Pty)dt+ [ Qo by at (2)

przedstawia catke ogélng réwnania rézniczkowego (1), a ponadto przez kazdy punkt (xg,yo) prosto-
kata D przechodzi doktadnie jedna krzywa catkowa tego réwnania.

Przyktad 1

Zmalez¢ catke ogélng rownania:

(z° +2y® + 1) dx + (2*y + y*) dy = 0 (3)

Poniewaz: e 2y i e 2xy wiec w obszarze D bez punktér osi Ox, sg spelnione wszystkie
x

zalozenia twierdzenia 1.

Zgodnie ze wzorem (2) otrzymujemy:

T
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gdzie: C jest pewna stala zalezna od obranego punktu (xg,yo) z obszaru D.
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przedstawia catke ogdlna réwnania (3).

Czynnik catkujacy

Przypusémy, ze réwnanie P(z,y)dzr + q(x,y)dy = 0 nie jest réwnaniem rézniczkowym zupelnym.
Wezmy pod uwage funkcje pu(x,y) klasy C' w obszarze D.

Zaktadamy ponadto, ze tej samej klasy sa w tym obszarze funkcje P(z,y) i Q(z,y).

Rozwazmy rownanie:

p(z,y) - P(z,y)de + p(z,y) - Qz,y) dy = 0 (4)
bedace wynikiem pomnozenie réwnania (1) przez u(zx,y).

Definicja 2
Méwimy, ze funkcja p(z,y) jest czynnikiem catkujacym réwnania (1), gdy réwnanie (4) jest rowna-
niem rozniczkowym zupelnym w obszarze D.

Inaczej méwiae, funkcja p(x, y) jest czynnikiem catkujacym réwnania (1) wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnia w obszarze D rownanie:

ouP) _ 0(nQ)

dy ox

Przyktad 2
Roéwnanie:

(3z + 2y +y*) dw + (x + 4oy + 5y?) dy = 0 (5)

nie jest réwnaniem rézniczkowym zupelnym, poniewaz:

or oQ
— =242 — =144
dy y oraz — Y
orP 0
czyli warunek 0 GQ nie jest spelniomy w zadnym obszarze ptaskim.
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Mnozac obustronnie réwnanie (5) przez funkcje p(z,y) = x + y* ootrzymamy:
(z 4+ y*)(3z + 2y + v*) dx + (z + y?)(z + 4zy + 5y*) dy = 0 czyli:
(322 + 2zy + 4wy + 2y + yt) do + (2% + 422y + 62y* + 4oy + 5yt) dy = 0 (6)

Z tatwoscia mozemy sprawdzié¢, ze réwnanie (6) jest rownaniem rézniczkowym zupelnym w dodolnym
obszarze ptaskim. Zatem funkcja u(z,y) = = + 3? jest czynnikiem catkujacym réwnania (5).

Inne podejscie do rownania rézniczkowego zupelnego

Niech bedzie dane rownanie rozniczkowe zupeltne:

M(t,z)dt+ N(t,z)dx =0 (7)



Aby rozwiaza¢ to réwnanie wystarczy znalezé funkcje p(t, x) taka, by:

= apiit,x) oraz N(t,z) = M

dx

M(t, z)

Jedli znajdziemy funkcje p(t, x) spelniajaca powyzsze réwnosci, to rozwiazaniem ogdlnym réwnania

(7) bedzie:

p(t,x) =C gdzie C € R.

Aby znalez¢é funkcje p(t, x), catkujemy funkcje M (¢, x) po zmiennej t. Otrzymujemy:
o) = [ M)+ glr)  (8)

gdzie: g(z) jest pewna na razie nieznana funkcja klasy C*.

Aby wyznaczy¢ g(x) obliczamy pochodna po z z obu stron réwnania (8).

Otrzymujemy:
pltr) . OUMEzd)
5 = N(t,z) = e +4'(2).

O(f M(t,x)dt)
B ox

Z drugiej czedci powyzszej rownoscl wyznaczamy: ¢ (z) = N(t, x)
Catkujac po = otrzymamy g(x) a zatem postaé funkeji p(t, x) stanie sie wiadoma i réwna postaci (8).

Przyktad 3

Rozwiaza¢ rownanie rozniczkowe:
(t+z)dt+ (t —x)dx =0 9)

Tu M(t,x) =t+ x oraz N(t,z) =1t — x.
oM ON

Latwo sprawdzi¢, ze — =1 = ——, a wiec réwnanie (9) jest rownaniem rézniczkowym zupelnym.

Ox ot
2
Obliczamy p(t,z) = /M(t, x)dt = t2 +t x4 g(x)

0 (4 +to +g(x))

Stad obliczajac pochodng wzgledem x: N(t,z) =t —x = 5 =t+ g ()
x
Czyli t — x =t + ¢'(x). Stad otrzymujemy, ze ¢'(z) = —x.
Catkujac po x powyzsza réwnosé otrzymujemy:
L,
g(x) = —5% +C
Ostatecznie rozwigzanie og6lne réwnania (9) jest postaci:
t? 1,
tx)=—4to— 2>+ C.
p(t,x) 5 +ix 5% +
ap(t, . Op(t,
Dla sprawdzenia obliczamy p(dtx) =t4+xz=M(tx)i p((j ?) =t+x=N(tx).
x



Przyktad 4

Rozwigza¢ rownanie rozniczkowe:
2z(1 —¢Y) e¥

oy T =0 (10)

1. Sprawdzamy, czy réwnanie (10) jest réwnaniem rézniczkowym zupelnym czyli czy:

or _0Q

oy Oz’

aip_zix.(_y) 0Q _ (2
By  (1+a2z b ey T (1+ 22)?

Wida¢, ze oba wyrazenia sa takie same czyli rownanie jest zupetne.
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2. Szukamy funkcji F(x,y), takiej aby — pe = P(z,y) oraz rie Q(x,y)
Y
. or ey
Wybleramy ai/y = m

Catkujemy wzgledem y i otrzymujemy:

ey

F(""”y):/ﬁx? =Tz tow)

Obliczamy pochodng wzgledem x:

OF —2xeY , 2z(1 —e¥
e m + ¢ (x) = (1(—|—w)) (Ostatni sktadnik to P(x,y))
2x

Catkujac ¢'(z) po x otrzymujemy:

dt
o(z) = /W = / /t_ dt = + C (zastosowano podstawienie t = 1 + 2?).
. 1
Czyli ¢(x) = i +C
ey 1 eV —1
Ostatecznie F(x,y) = T T +C = W—FO'



